¢, COMO EXPLICAN LOS ESTUDIANTES DE
BACHILLERATO SU IMAGEN DE LIMITE DE
UNA FUNCION EN UN PUNTO?

Jornadas para el Aprendizaje y la Ensenanza de las Matematicas (20 JAEM)
Valencia 3/6 de Julio de 2022

Joan Pons Tomas
Julia Valls Gonzalez

Valencia 20&1

/\ Universitat d’Alacant
/==X Universidad de Alicante



Problematica
Diseno de la investigacion
Resultados

Conclusiones y discusion



E————— Este trabajo se engloba en una problematica

Método mas amplia centrada en comprender como los

A estudiantes aprenden el concepto de limite
de una funcidén en un punto



Problematica
Método
Resultados
Conclusiones

Aproximacion al concepto de limite

Ejemplos de
tendencias
dinamicas en
contextos
algebraicos o

graficos
(Pons, 2014)

Imagen del
concepto

(Tall y Vinner,1981)

Idea de aproximacion
(Cornu, 1991)




La imagen de un concepto

Problemaéatica

Método La imagen de un concepto describe la
iii‘é'.haf.iies estructura cognitiva total asociada con el

concepto, incluye todas las imagenes mentales
con propiedades y procesos asociados

(Tall y Vinner,1981)




Laimagen de un concepto: caracteristicas

< Imagen eficiente del concepto

< Imagen clave del concepto

HISieae de limite:

Resultados

Conclusiones a) Las tendencias de los puntos de la grafica
b) Si el punto pertenece al dominio

c) La tendencia de los valores de la funcion
d) Conocer algoritmos de calculo

e) En términos de entornos

f) El valor de la funcién en el punto
(Przenioslo, 2004)



Definicion de un concepto

Problemaéatica

T La definicion de un concepto la veremos
Resultados como la definicion formal, tal como es

CONCILSIONES comprendida y aceptada por la comunidad
matematica

(Tall y Vinner,1981)



Objetivo

Problematica

Método : , . , )
Seeultadoe Analizar como explicarian los estudiantes de

Conclusiones primero de bachillerato (16-17 anos), si
ostentaran el papel de profesor, su imagen
Intuitiva de limite a un hipotético estudiante



Diseno de la investigacion



Participantes y contexto

* Diez estudiantes de primero de bachillerato

Problematica

» Fueron seleccionados de un grupo de 32
Resultados gue habian respondido a dos tareas

Conclusiones .

opcionales que formaban parte de un
cuestionario, con otras seis tareas sobre
la concepcion dinamica de limite

* El cuestionario fue resuelto por 136
estudiantes
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Descomposicion genética limite de una funcion

Problematica

Resultados
Conclusiones

» Sea funa funcion y xg un niimero real. El valor de la funcion fen x=xg, fixs) (EQ)

s Concepcion dindmica de
limite por la izquierda de
una funcion

» Idea de tendencia
» fix)tiendea L; (E1I)
» xtiende, por la izquierda, al nimero a— (E1I)

» Coordinacion en la concepcion dinamica por la izquierda: las
imdgenes fix) tienden a L;, cuando x tiende, por la izquierda, al

nimero a— (E21)

o Concepcion dindmica de
limite por la derecha de

una funcion

¢ [dea de tendencia

» fix) tiende a Ly, (E1D)

# xtiende, por la derecha, al nimero a*, (E1D)

» Coordinacion en la concepcion dinamica por la derecha: las

iméagenes f{x) tienden a L:, cuando x tiende, por la derecha, al

numero a*, (ED2)

» Concepcion dinamica de

limite de una funcion

e Idea de tendencia
» fix)tiendeal =L; =L, (El)
» xtiende al numero a, (E1)

» Coordinacion en la concepeion dindmica: las imagenes fix) tienden
a L, cuando x tiende al nimero a, (E2)

» Coordinacion en la concepcion dindmica: las imagenes fix) no

tienden a L, cuando x tiende a a, al ser Ly # L2 (E2)

o Expresan la existencia del limite L de la funcion fix) en el punto a, (E3)

« Expresan la existencia de limites laterales diferentes de la funcion fix) en el punto a, (E3)

(Adaptacion de Pons, 2011, p. x )
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Instrumento de recogida de datos

* Dos tareas (opcionales del cuestionario) en
modos algebraico-numérico (AN) y grafico (G)

Tarea 7
Supén que ti fueras el profesor/a de matematicas, ;cémo le explicarias a un/a
estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 2?

Problematica X—2
; f(X) - —2—'——
Método x~ -4
Tarea 8
Resultados Supén que ti fueras el profesor/a de matematicas, ;como le explicarfas a un/a
Conclusiones estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 4? Desde

la funcién f(x) que se muestra en la figura

° Entrevistas a los diez participantes sobre sus
respuestas a las dos tareas
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Analisis de datos

Se ha realizado en tres fases:

Problematica

Rosultados * Primera fase: Analisis del cuestionario

Conclusiones

» Segunda fase: Eleccion de los participantes
en el estudio

Tercera fase: Analisis de los datos del estudio

13



Analisis de datos: primera fase

Problematica Analisis de las respuestas de los 136

estudiantes al cuestionario

Resultados
Conclusiones

Caracterizacion de los niveles de desarrollo
del esquema (APOS)

(Dubinsky, 1991)
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Analisis de datos: segunda fase

- Caracterizacion de los niveles de desarrollo del
Problematica esquema (APOS)

Resultados (Dubinsky, 1991)

Conclusiones i

15



Analisis de datos: tercera fase

_ Analisis de las
Problematica

; respuestas alas dos Entrevistas

Resultados tareas opcionales

Conclusiones

Caracterizacion de como explican los
estudiantes de bachillerato su imagen
intuitiva de limite de una funcion en un punto
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Resultados
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Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Resultados

Tienen capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una funcion

C1: Desde la concepcion dinamica en modo A-N
y No en modo G

5

Estudiantes

&,

C2: De forma procedimental en modo A-N
Desde la concepcidon dinamica en modo G

* Expresa los diferentes limites laterales (1) Estufames
* Expresan los diferentes limites laterales e
indican que no existe el limite (1)
C3: Desde la concepcion dinamica en modos :

A-Ny G
* Expresan los diferentes limites laterales e
indican que no existe el limite

Estudiantes
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Resultados

Tienen capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una funcion

Problematica C1: Desde la concepcion dinamica en modo A-N 5
Método Yy No en modo G Estudiantes

Resultados
Conclusiones

&,
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Desde la concepcion dinamica en modo A-Ny No en modo G

Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Tarea 7
Supén que ti fueras el profesor/a de matematicas, ;c6mo le explicarias a
un/a estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 2?

i
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Desde la concepcion dinamica en modo A-Ny No en modo G

Por las respuestas dadas a la T7 y a la entrevista, podemos
concluir que hay evidencias de que EST34:

Problematica 1 tiene capacidad para explicar a un hipotético
Método estudiante el significado de limite de una funcion
[Resultados | desde la concepcién dindmica, en modo AN,
Conclusiones con tendencias laterales coincidentes
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Desde la concepcion dinamica en modo A-Ny No en modo G

Tarea 8
Supén que ti fueras el profesor/a de matematicas, ;cémo le explicarias a
un/a estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 4?

Desde la funcién f(x) que se muestra en la figura

Problematica : | :
, ' 7 1 Entrevista
Método

[Resuados ] A £5134: A mi las

Conclusiones

S57 SEIE = NSRS FEEE graficas se me dan
Bt & MG oy (oW e @ Seputta Y un poco mal
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Desde la concepcion dinamica en modo A-Ny No en modo G

Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Por las respuestas dadas alas T7 y T8 y a las entrevistas,
podemos concluir gue hay evidencias de que EST34.

1 tiene capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una
funcion desde la concepcion dinamica, en
modo AN, con tendencias laterales
coincidentes

-] no tiene capacidad para explicar a un
hipotético estudiante el significado de limite
de una funcion, en modo G, con tendencias

laterales no coincidentes
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Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Resultados

Tienen capacidad para explicar a un hipotético

estudiante el significado de limite de una funcion

D

C2: De forma procedimental en modo A-N
Desde la concepcidon dinamica en modo G
* Expresa los diferentes limites laterales (1)
* Expresan los diferentes limites laterales e
indican que no existe el limite (1)

2

Estudiantes
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De forma procedimental en modo A-N. Desde la concepcion

dinamica en modo G

Tarea 8

Supén que ti fueras el profesor/a de matemiticas, ;como le explicarias a
un/a estudiante el significado de Jimite de la funcién f(x) cuando x tiende a 4?
Desde la funcién f(x) que se muestra en la figura

Problematica | j
Método 4
Resultados / !

Conclusiones

a8y o P R AR Y
L GD(K) :to'gCO,L

yﬂél*

Wi fU - Ay, 15
Vo

Resolucion de la T8 por EST18

Entrevista

EST18: Empecemos con
la T8, vamos a ver,
cuando x tiende a 4, por
donde se acercala
funcion por la izquierda
y por la derecha, ...por
la derecha seria 10 con
algo, ..., y por la
Izquierda 15

Inv: ¢, En el punto 4, cual
es el limite?

EST18: Que por la
izquierda si que esta,
pero por laderechano
esta
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De forma procedimental en modo A-N. Desde la concepcion

dinamica en modo G

Por las respuestas dadas a la T8 y a la entrevista, podemos
concluir que hay evidencias de que EST18:

. ] tiene capacidad para explicar a un hipotético
Problematica : . g , . .,
T estudiante el significado de limite de una funcidon desde
m la concepcion dinamica, en modo G, con tendencias
Conclusiones laterales no coincidentes
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De forma procedimental en modo A-N. Desde la concepcion
dinamica en modo G

Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Tarea 7
Supdén que ti fueras el profesor/a de matemdticas, ;cémo le explicarias a

un/a estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 2?7

f(x) = "2'24
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XD < e /‘r

Entrevista de la T7 por EST18

EST18: Para calcularlo
tendriamos que ver por
la izquierday por la
derecha, ..., por la
derechay por la
izquierda vale 0.25, pero
cuando x=2, ..., es una
indeterminacion

EST18: Esta funcion
es la misma y el
limite es 0.25, ..., ah,
es lo mismo
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De forma procedimental en modo A-N. Desde la concepcion

Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

dinamica en modo G

Por las respuestas dadas alas T7 y T8 y a las entrevistas,
podemos concluir gue hay evidencias de que EST18:

] tiene capacidad para explicar a un hipotético estudiante
el significado de limite de una funciéon de manera
procedimental, en modo AN, con tendencias laterales
coincidentes

] tiene capacidad para explicar a un hipotético estudiante
el significado de limite de una funcion desde la
concepcidon dinamica, en modo G, con tendencias
laterales no coincidentes

La imagen clave del concepto de limite, en modo AN, es el
procedimiento algoritmico de calculo, aunque en modo G, la
Imagen eficiente son las coordinaciones dinamicas laterales
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Resultados

Tienen capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una funcion

Problematica
Método
Resultados

Conclusiones

C3: Desde la concepcion dinamica en modos
A-Ny G
* Expresan los diferentes limites laterales e
indican que no existe el limite (3)

3

Estudiantes
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Desde la concepcidon dinamica en modos

Tarea 7

Supén que ti fueras el profesor/a de matemiticas, ;cémo le explicarias a

un/a estudiante el significado de limite de la funcion f(x) cuando x tiende a 2?
X-2

f(x)=

x2—4

- Chande damos yalores que s acenrcn a L ,on
Problematica

Método
Resultados
Conclusiones No este acabado .

’POCO mea s CZ'ICLQC\QS 7 on poco ML s Fec‘_ueﬁcs .

Pockemos obsetvan que valores tiene L(.:_S,unu;on_

Resolucion de la T7 por EST51  Entrevista

LS S Y
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Desde la concepcion dinamica en modos A-Ny G

Por las respuestas dadas ala T7 y a la entrevista
podemos concluir que hay evidencias de que EST51.:

S 1 tiene capacidad para explicar a un hipotético
Método estudiante el significado de limite de una funcion
m desde la concepciéon dinamica, en modo AN, con
Conclusiones tendencias laterales coincidentes
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Desde la concepcion dinamica en modos A-Ny G

Entrevista

T

cuando X kiende a Y O (- decrecha (ac V‘"“M
sende o A0 y cmando tiene o Y por 1 £ qUARNA

e Q,q,noib’f\ tiende o A5 .
Lo s(u,nu:.o'n o  tlene fnute cuands x  tteade

= — ——
Problematica a 4 porque et valor dof i o
Método (xquienda y 3oO° . doneche- &s 4"2"‘9" *
Resultados
Conclusiones Inv: Podrias explicar por la
Tarea 8 derecha y por la izquierda
Supbén que ti fueras el profesor/a de matematicas, ;cémo le explicarias a
un/a estudiante el significado de limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 4? ESTSlSi por Ia derecha
Desde la funcién f(x) que se muestra en la figura , !
/ serian valores mayores que
y 4y por izquierda serian
g f valores menores que 4, que
/ d se acerquen a 4
s Inv: Estas utilizando el

mismo criterio que, en la
T7

Resolucion de la T8 por EST51 EST51: Si, mas 0 menos

NO me hoa dado ciempe
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Problematica
Método

Resultados

Conclusiones

Desde la concepcion dinamica en modos A-Ny G

Por las respuestas dadas alas T7 y T8 y a las entrevistas,
podemos concluir qgue hay evidencias de que EST51.:

1 tiene capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una funcion
desde la concepcion dinamica, en modo AN,
con tendencias laterales coincidentes

1 tiene capacidad para explicar a un hipotético
estudiante el significado de limite de una funcion
desde la concepcidon dinamica, en modo G, con
tendencias laterales no coincidentes

El elemento clave de laimagen del concepto
de limite, en modo AN y en modo G, son las
coordinaciones dinamicas laterales
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Conclusiones y discusion

34



Problematica
Método
Resultados
Conclusiones

Como explican el significado de limite a un hipotético
estudiante

Los estudiantes inician su capacidad de explicar el
significado de limite, a un hipotético estudiante, con
funciones en modo algebraico-numeérico, cuando
coinciden los limites laterales, de dos maneras

-

a) Concepcion dinamica

b) Procedimentalmente

| |

Los estudiantes consolidan su capacidad de explicar
el significado de limite con funciones en modo grafico,
cuando no coinciden los limites laterales desde

L

| a) Concepcion dinamica
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Los modos de representacion en lacomprension del

concepto de limite de una funcién

Nuestros resultados muestran que:

« lacomprension de laimagen del limite en un
modo de representacion no necesariamente

. iImplica la comprension en otra representacion
Problematica

Método * los estudiantes tienden a trabajar solamente con
Resultados el modo de representacion algebraico-numeérico

m i et al, (2009

- |laviade acceso alaconcepcidon dinamica de limite
no es uniforme, tal como hemos observado, de ahi la
necesidad de que los estudiantes sean capaces de
relacionar los distintos modos de representacion de un

mismo concepto
m el
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La imagen eficiente del concepto de Limite de una funcion

Nuestros resultados muestran que:

Problematica

Método - Laimagen eficiente, en modo AN, es la explicacion:
Resultados

.  Desde la concepcion dinamica
Conclusiones

« De forma procedimental

« Laimagen eficiente, en modo G, es la explicacion
 Desde la concepcion dinamica
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